Jak modelowa¢ epidemie?
2. Pochodne i ich wtasnosci
materiaty do ¢éwiczen

Projekt ,Matematyka dla ciekawych $wiata”
spisali: Piotr Morawiecki i Maria Gokieli
zadania pochodzg z réznych zrodet, w szczegolnosci:
James Stewart, Calculus, Metric version 8E.
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1 Podsumowanie wykladéw 2 i 3

Pochodna opisuje szybkosé¢ wzrostu funkcji. Mozna jg zdefiniowa¢ jako wspotczynnik kierun-
kowy stycznej do funkeji w danym punkcie. Na przyktad na Rysunku [I] mozemy zauwazy¢, ze
pochodna funkeji f(x) = 1+ 22 w punkcie z = 1 jest przez wspolezynnik kierunkowej styczne;
do wykresu w tym punkcie, ktéry wynosi 2. Przyktadajac linijke mozesz sprawdzic¢, ze wspot-
czynnik ten bedzie si¢ zwigkszaé wraz z x.

f(x)=x2+1

2 P

Rysunek 1: Tlustracja stycznej do wykresu funkcji f(z) =1+ 2% w punkcie x = 1.

Matematycznie pochodna te mozna wyrazi¢ z wykorzystaniem tzw. granicy:

df S A - f(2)

dz Az-0 Azx




Pochodne mozna takze zapisaé jako f/(z) lub < f(x).
Na wyktadzie wyprowadziliémy pochodne nastepujacych funkcji:

e pochodna statej

d
d—(l = O
x
e pochodna funkcji liniowej
—(azx+b)=a
e pochodna funkcji potegowej
4 (z") = na"?
dx -
e pochodna funkcji wyktadniczej
d x x
T (") =€

Gdzie a, b i n to dowolne state, natomiast e to liczba Eulera wprowadzona na pierwszym
wyktadzie. Takze wyprowadzilismy nastepujace wtasnosci pochodnych:

e pochodna funkcji pomnozonej przez stata a
(af(2)) = af'(2)
e pochodna sumy dwdéch funkcji
(f(2) +g(2)) = f'(z) + g' ()
e pochodna iloczynu dwoch funkeji
(f(2)-g(x)) = f'(2)g(2) + f(2)g(x)
e pochodna funkcji ztozonej
(o)) = Fo()g' ()

Korzystajac z tych whasnosci mozemy obliczy¢ pochodne nawet skomplikowanych funkcji,
na przyktad:

d d d d
1 (xex2) “ () e + e (ex2) =e” + mexza (xz) = ¢ + 222"
Gdzie kolejno wykorzystaliémy wzér na pochodna iloczynu dwéch funkeji (w przypadku

- e*”) i na pochodng funkcji ztozonej (w przypadku e*”).

2 Interpretacja geometryczna pochodnej

Zadanie 1
s (cm)
Wykres przedstawia droge pokonywana przez ludzika lego, 4
ktérym bawi sie Antek, przesuwajac go wzdluz zbudowanego TR
prostego traktu. Kiedy ludzik porusza sie w prawo? w lewo? ? JARR
Kiedy stoi? Naszkicuj wykres jego predkosci. @: Tt (sek)



Zadanie 2

Wykres przedstawia droge pokonywang przez dwoch biegaczy A i B.

s [m],
1. Opisz i poréwnaj, w jaki sposéb biegna biegacze. %
A,
2. W ktérym momencie dzieli ich najwigksza odlegtosé? 40 A |-
18
3. W ktérym momencie maja te sama predko$é¢? Uzasadnij.

0 4 8§ 12 tisek]

Zadanie 3

. . . , . . . T (°C)
Krysia wyjeta pieczen z piekarnika nagrzanego do 85°C i 80 —

postawita go na stole w pokoju o temperaturze 24°C. Wy- P

kres przedstawia proces nieuchronnego stygniecia piecze- 40 . -t
ni do temperatury pokojowej. Oszacuj predkosé stygnie-
cia pieczeni po godzinie, odczytujac nachylenie stycznej. ol 30 60 90 120 150

t (min)

Zadanie 4
Podany jest wykres funkcji f.

1. Jak jest érednie tempo zmiany funkcji f na przedziale Y .

20,6017 50

2. Wskaz przedzial, na ktérym $rednie tempo zmiany funk- 400
cji wynosi 0.

3. Na ktorym przedziale érednie tempo zmiany funkcji jest
wieksze, [40,60] czy [40,70]7

f(40) - r(10)

4. Obli
Oblicz == 5—79

. Co ta wartos¢ oznacza geometrycznie, na wykresie?

Zadanie 5

Dla funkcji f z poprzedniego zadania: ile moze wynosi¢ f/(50)? Czy f’(10) > f'(30)7
- f(4
Cov (60 o 180 - 140)

20— 10 ? Wythumacz, narysuj.

3 Pochodna jako funkcja
Zadanie 6

Dopasuj wykresy funkcji (a)-(d) do wykreséw ich pochodnych I-IV.

Zadanie 7

Narysuj wykresy pochodnych danych funkcji rysujac wezesniej kilka stycznych do ich wykresow.
Zacznij od wyznaczenia miejsc, gdzie pochodna wynosi zero.
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Zadanie 8

Ponizszy wykres przedstawia taczng liczbe zachorowan w Polsce od poczatku pandemii jako

dN

funkcje w czasie, N(t). Naszkicuj wykres pochodnej <+ (nie musisz umieszczac¢ osi na osi
pionowej). Co obserwujesz? Jaka jest interpretacja tej wielkosci?

7000000

6000000

19 w Polsce

. 5000000

4000000

3000000

2000000

1000000

taczna liczba zachorowan na COVID

0

kwiecier 2020

lipiec 2020 pazdziernik 2020  styczen 2021 kwiecier 2021 lipiec 2021 pazdziernik 2021  styczen 2022 kwiecien 2022



Kolejne pochodne jako funkcje

Zadanie 9
i) Wykres przedstawia wykres funkcji f, f/, f”. Ktora jest ktora? Wyjasnij dlaczego.

ii) Wykres przedstawia wykres funkeji f, f', f”, f". Ktéra jest ktéra? Wyjasnij dlaczego.

ab c d

(i) (i)

Zadanie 10

Wykres przedstawia droge przebyta przez pewien samochdd, jego predkos¢ i przyspieszenie. Co
jest czym? Wyjasnij dlaczego.

4 Obliczanie pochodnych funkcji

Zadanie 11

Potozenie ciata poruszajacego sie w ruchem jednostajnie przyspieszonym jest wyrazona jako
nastepujaca funkcja czasu:

at?

.fl}'(t) =xy + Vot + 7

gdzie xg, vg 1 a to pewne stale parametry.



Oblicz predko$¢ ciata jako pochodna potozenia v = % oraz przyspieszenie ciata jako po-

chodn@.prgdkoéci a= %. Co obserwujesz? Jaka jest interpretacja parametrow wystepujacych w
réwnaniu.

Zadanie 12
Oblicz pochodna % nastepujacych funkcji:

1. f(z)=3a3
2. f(x) = a3 - a2
3. f(x) = 3ze”
4. f(x)=er’=
5. [(z)=2Vx

Wskazéwka: Yz mozna zapisaé jako ztm

6. f(z)=a%/er+1

7. f(x) =27 (%)

Wskazowka: Sprobuj przeksztalcic 2 w potege o podstawie e

8. f(z)=Inxz (*)
Wskazowka: Zastandw jaka jest zalezno$é miedzy funkcjg f(x) =Inx i g(x) = €*. Sprébuj wyko-
rzystaé definicje pochodnej (lub jej geometryczng interpretacje), Zeby znaleZé zalezno$é miedzy
pochodng f'(x) i g'(x).

(*) zadania dla ambitnych

Zadanie 13

WyprowadzZ wzér na pochodng ilorazu funkceji:

(f(x) ) _9(@)f"(x) + f(2)g'(x)
g9(x) g*(x)

Wskazowka: Wykorzystaj wcezesniej poznane wlasnosci pochodnych.

Zadanie 14

W jednym z zadan z poprzednich zaje¢ dokonaliémy obserwacji, ze liczbe e mozna zapisa¢ przy
pomocy nieskonczonej sumy jako:

1 1 1 1 1 1
— =+ — =+ — = +...
or 1t o2t 30 4! 5!
ZauwazyliSmy, ze kolejne wyrazy daja coraz mniejszy wktad do sumy. Co ciekawe funkcje
f(x) = e* mozna zapisa¢ w podobny sposob jako nastepujacy nieskonczony wielomian:

e =

. r 2 a3 ozt b
ef=l+—+—+—+—+—+...
20 31 4 5l

Wykorzystaj te postaé funkcji wyktadniczej, zeby pokazaé, ze %ex =e7,

6



Zadanie 15 — rozpad promieniotworczy

Zmiane liczby pierwiastkéw promieniotworczych w czasie opisuje funkcja wyktadnicza:

n(t) = Noe ™

gdzie Ny to poczatkowa liczba pierwiastkéw, a A to tzw. stata rozpadu promieniotworczego.

1. Oblicz pochodng funkeji n/(t) i sprébuj ja wyrazié¢ za pomocg n(t). Jak mozna otrzymane
w ten sposob rownanie objasni¢?

2. Uran 238U podczas rozpadu promieniotworczego alfa przemienia si¢ w tor 232Th, ktéry w
duzo krétszym czasie ulega rozpadowi do radu 2?8Ra. Jego ilo$¢ w czasie mozna przyblizy¢
funkcja:

n(t) = % +be M

Gdzie a i b to pewne state. Oblicz pochodna funkcji n/(t) i sprobuj ja wyrazi¢ za pomoca
n(t). Jaka interpretacje maja poszczegdlne czltony w otrzymanym w ten sposéb réwnanie?

Zadanie 16 — roller-coaster

Jako osobe zorientowana w matematyce, poproszono Cie o zaprojektowanie trasy kolejki w no-
wym parku rozrywki obok Twojego domu. Po przejrzeniu fotografii takich tras, decydujesz, ze
nachylenie przy wznoszeniu wyniesie 0.8, a nachylenie spadku —1.6. Postanawiasz potaczy¢ te
dwa proste odcinki y = Li(z) i y = Lo(x) kawaltkiem paraboli o wzorze y = f(z) = ax? + bx + ¢,
gdzie z i f(x) mierzone sa w metrach. Aby tor byt gladki, nie moga wystepowaé naglte zmiany
kierunku, wiec chcemy, aby odcinki L i Ly byly styczne do paraboli w punktach przejéciowych
P i@ (zobacz rysunek).

Aby uproscié¢ réwnania, postanawiasz umiesci¢ poczatek uktadu wspétrzednych w punkcie P.

1. (a) Zalézmy, ze odlegtosé w poziomie miedzy punktami P i @ wynosi 30 m. Napisz
rownania, jakie musza spetnia¢ parametry a, b i ¢, by tor byl gtadki w punktach
przejéciowych (tzn. by odcinki Ly i Le byty styczne do paraboli w tych punktach).

(b) Rozwiaz réownania z czesci (a), aby znalezé wzor na f(z).
(¢) Narysuj wykres Ly, f oraz Lo, aby sprawdzi¢, czy przejscia wygladaja ptynnie.
(d) Znajdz réznice wysokosci miedzy punktami P i Q.



2. Rozwiazanie z punktu 1 moze wyglgdac¢ na gladkie, ale nikt nie odczuje tej gtadkosci,
poniewaz funkcja ztozona z Ly(z) dla <0, f(z) dla 0 < z < 30, oraz Lo(z) dla x > 30
nie ma cigglej drugiej pochodnej! Zatem pomimo, ze nie ma zmian kierunku, odczuje-
my zmiany przyspieszenia, czyli szarpniecia w punktach P i ). Aby jednak zapisaé sie
pozytywnie w pamieci sasiadéw, postanawiasz poprawi¢ projekt przez uzycie funkeji kwa-
dratowej q(x) = ax?+bx + ¢ tylko na przedziale 3 < = < 27, taczac ja z funkcjami liniowymi
za pomocg dwoch funkceji szesciennych:

t(x)=kad+lz* +ma+n, 0<x<3, h(z) =px®+qz*+ro+s 27 <z < 30.

(a) Napisz uktad réwnan na 11 niewiadomych, ktory zapewni, ze funkcje i ich dwie
pierwsze dwie pierwsze pochodne sg zgodne w punktach przejéciowych.

(b) (**) Rozwiaz réwnania z czesci (a) z pomoca komputera, aby znalezé wzory na ¢(z),
t(x), h(z).
(¢) (**) Narysuj wykresy L, , t, ¢, h i Ly , a nastepnie poréwnaj je z wykresem z czesci
Id
Zadanie 17 - gdzie pilot powinien rozpocza¢ ladowanie?

Na rysunku pokazano $ciezke podejscia do ladowania samolotu. Spelnia ona nastepujace wa-
runki:

¥

ey

V

(i) Gdy znizanie rozpoczyna sie, wysokosé samolotu wynosi h, a odlegtosé w poziomie wy-
nosi ¢, liczac od miejsca zetkniecia z ziemig, ktore przyjmujemy jako poczatek uktadu
wspoOtrzednych.

(ii) Pilot musi utrzymywacé stata predko$é¢ pozioma v przez caly czas znizania.

(iii) Wartosé¢ bezwzgledna przyspieszenia pionowego nie powinna przekraczaé statej k (ktora
jest znacznie mniejsza niz przyspieszenie ziemskie).

1. Znajdz wielomian sze$cienny P(x) = ax3 + bz? + cx + d, ktéry spelnia warunek (i), nakta-
dajac odpowiednie warunki na P(z) i P’(z) w punkcie rozpoczecia opadania i w punkcie
ladowania.

2. (*) Korzystajac z warunkéw (ii) i (iii), pokaz, ze

6hv?
<k

8



3. Zaltoézmy, ze linia lotnicza postanowita nie dopuszczaé, aby przyspieszenie pionowe samo-
lotu przekraczato k = 1385 km/h2. Jesli wysokos$é przelotowa samolotu wynosi 11000 m,
a predkosé 480 km/h, w jakiej odlegtosci od lotniska pilot powinien rozpoczaé znizanie?

4. Wykresl, z pomoca komputera, sciezke podejscia, jesli spetnione sa warunki podane w
punkcie 3.



5 Proponowane zadania domowe

Uwaga: Ponizsze zadania sa proponowane jako zadania domowe, ale prowadzacy moze wy-
bra¢ inne zadania jak praca domowa i zaproponowaé inny rozktad punktacji. Mozecie oddac
prowadzacemu rozwigzania wszystkich lub tylko czesci zadan domowych. Maksymalna liczba
punktéw, ktorg mozna zdoby¢ w kazdym tygodniu wynosi 6. Powodzenia!

Zadanie 18 (1 punkty)

Wykres przedstawia wpltyw temperatury wody na predko$¢ osiagana przez kizucze (gatunek
ryb lososiowatych).

§4 (cmys)
1. Jakie jest znaczenie pochodnej S’(T)? W jakich jednost- RN
kach bedziemy jg mierzyc¢? 20 /

2. Oszacuj S’(15) oraz S’(25), podaj interpretacje tych
wartosci.

Zadanie 19 (2 punkty)
Oblicz pochodna, funkcj:

L f(z)=z(1+%)

2. f(x) = 226w +2

Zadanie 20 (3 punkty)

W pewnych warunkach plotki rozprzestrzeniaja si¢ zgodnie z rownaniem

1
)= —
p(t) 1+ aekt

gdzie p(t) jest czescia (utamkiem) populacji, ktéra ustyszata plotke w czasie t, a a i k to pewne
state dodatnie.

1. Do jakiej liczby dazy p(t), gdy czas t staje sie coraz wiekszy i wiekszy? (Inaczej méwiac:
szukamy lim p(t)). Czy zalezy to od stalych a i k7

2. 7 jaka predkoscig rozprzestrzenia sie plotka?

3. Przyjmij a =101 k =0,5. Czas t mierzymy w godzinach. Jak dtugo zajmie plotce dotarcie
do 80% populacji?

4. Dla a i k jak wyzej, narysuj wykres funkcji p i na podstawie wykresu ocen, czy Twoje
obliczenia sg prawidtowe.

10
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